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Beispielblatt 7 Harmonische Schwingungen und komplexe Zahlen

Achtung: Auf diesem Blatt wird die komplexe Einheit als ., j“ anstatt ,i“ geschrieben. Aufierdem
werden komplexe Strome, Spannungen, etc. mit einem Unterstrich gekennzeichnet, z.B. ¢, w.
Hinweis: Bevor Sie beginnen, dieses Beispielblatt zu lesen, widmen Sie Sich bitte zuerst der ersten

Aufgabe vom siebten Aufgabenblatt!

Beispielaufgabe 7.1 (Harmonische Schwingung)
Meistens wird eine harmonische Schwingung durch eine Kosinus-Funktion oder durch eine Sinus-

Funktion als Grundfunktion beschrieben:
z(t) = Acos(wt+ )  oder y(t) = Asin(wt+ ¢)

Dabei ist A die Amplitude, w > 0 die Kreisfrequenz oder Winkelgeschwindigkeit; 7" = n Schwin-
gungsdauer und ¢ der Nullphasenwinkel. z(t) beschreibt mechanische Schwingungen oder pﬁ;/sikalische
Grofen in elektrischen Schwingkreisen. Manchmal ist anstatt der Kreisfrequenz w auch lediglich von
yder Frequenz f“ die Rede. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Gréfen ist durch die Formel
w = 2w - f gegeben, woher auch der Name , Kreisfrequenz“ kommt, da wir die Frequenz mit dem
Umfang eines Kreises multiplizieren. Die Addition von zwei harmonischen Schwingungen derselben
Frequenz ergibt wieder eine harmonische Schwingung derselben Frequenz, und umgekehrt ldsst sich

eine harmonische Schwingung als Summe von "reinen"Kosinus- und Sinusfunktionen darstellen:

x(t) = Acos(wt + ¢) = Alcos(wt) cos(p) — sin(wt) sin(y)]
= Acos(wt) cos(p) — Asin(wt) sin(p) = acos(wt) + bsin(wt)

Dabei sind a = A cos(¢) und b = —Asin(y). Die Amplitude A und die Phase ¢ werden mit A = Va2 + b>

und tan ¢ = —— berechnet.

Eine harmonisghe Schwingung wird mit Hilfe eines rotierenden Zeigers befestigt im Ursprung eines
karthesischen x-y-Koordinatensystems modelliert. Der dynamische Zusammenhang zwischen dem ro-
tierenden Zeiger und dem Schaubild der Sinus- oder Kosinusfunktion der Schwingung wird in der
folgenen GeoGebra-Anwendung https://www.geogebra.org/m /ntuwmr2d veranschaulicht. Der Zeiger
hat den Betrag A und dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit w. Der Nullphasenwinkel ¢ gibt die
Winkelposition des Zeigers zur x-Achse zum Zeitpunkt t = 0. Die senkrechte bzw. waagerechte Pro-
jektion des Zeigers wird mit der obigen x(t) bzw. y(t) Funktion gegeben.

Dieser rotierende Zeiger wird jetzt als drehberer Zeiger in der komplexen Zahlenebene betrachtet. Seine
von der Zeit abgehéngige Position wird als z(t) bezeichnet (siehe Abb. 1).

Grundlage fiir die komplexe Darstellung ist die Euler’sche Formel (siehe Aufgabe 7.1):

e/ = cos(p) + jsin(e)

cos(p) = Ree”? ; sin(p) =Ime?
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Abbildung 1: Rotierender Zeiger in der komplexen Zahlenebene

Die komplexe Zeigerdarstellung einer harmonischen Schwingung z(t) wird folgendermafsen geschrieben:

2(t) = AW = Alcos(wt + ¢) + jsin(wt + ¢)]

x(t

(
y(

= x(t) = Acos(wt + ) = Rez(t)
= y(t) = Asin(wt + ¢) = Imz(t)

Der Graph der komplexen Funktion Ael“+¢) gegen die Zeit ¢ ist eine Schraubenkurve (Helix). Die fol-
gende GeoGebra-Anwendung https://www.geogebra.org/m /hszf2jpp zeigt die Bewegung eines Punktes
(Spitze des Zeigers) auf dieser Kurve (Abb. 2). Der Ansicht von oben als Projektion auf die x-y-Ebene
lésst sich als Kreisbewegung in der komplexen Ebene auffassen. Der Seitenansicht, als Projektion auf

die x-z-Ebene zeigt die Schwingung im Reellen. Nun wird der Zeiger als Produkt zweier Komponeneten

Abbildung 2: Graph der komplexen Schwingungsfunktion

gegeben:
2(t) = AR = Aie . oot

Der erste Faktor Ael? unabhingig von der Zeit ist selbst ein komplexer Zeiger. Er wird kompleze
Amplitude von z(t) genannt, und er beinhaltet den Betrag A und die Anfangsposition ¢ des Zeigers.
Der zweite Faktor e/ ist ein mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierender Einheitszeiger. Damit kann
die Funktion z(t) = Acos(wt + ¢) als Realteil des in der komplexen Zahlenebene mit der Winkelge-

schwindigkeit w rotierenden komplexen Zeigers z(0) = Ae)? betrachtet werden.
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Beispiel 1

z(t) = 4cos (4t — 5) = Rez(t). Der komplexe Zeiger z(t) = 46 (475) = 46795 . & pat die
komplexe Amplitude

2(0) = 4735 =4 [cos (—g) + jsin (—zﬂ =4 (% —j?) =2-2jV3

In vielen Anwendungen wird die Addition harmonischer Schwingungen verlangt. Zuerst wird die Ad-
dition zweler harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz behandelt.
Gegeben seien zwei Schwingungen derselben Kreisfrequenz w, z1(t) = Ajcos(wt + ¢1) und xa(t) =

Agcos(wt 4 ¢3). Die Summe der zwei Schwingungen ist dann auch eine Schwingung der Frequenz w :
z(t) = Aj cos(wt + 1) + A cos(wt + p2) = A cos(wt + ¢)

Wir orientieren uns bei der Rechnung an den folgenden Schritten:

Schritt 1: Ubergang zu komplexer Zeigerdarstellung.
21(t) = Aj cos(wt + 1) = z1(t) = Ad@WHe) = 4 eler .ot = 2 (0) - &t
Lo(t) = Agcos(wt + ) = 29(t) = Apd@H¥2) = Ayele2 . oWt — 2)(0) - &l
Schritt 2: Addition der komplexen Zeiger
2(t) = 21(t) + 2o(t) = 21(0) - & + 25(0) € = (21(0) + 22(0)) - & = 2(0) -

= Ael?elt = Ael“ite)

Bemerkung: Die komplexe Addition kann sowohl rechnerisch als auch zeichnerisch durchgefiihrt werden,
siche Beispiel 2.
Schritt 3: Ubergang zu reellen Schwingungsdarstellung

x(t) = Acos(wt + ¢) = Re z(t)

A= \/Re2 2(0) 4+ Im? 2(0)

wobei die Amplitude und die Phase durch nachfolgende Formeln gegeben sind.

ta Aj sin g + Ao sin o
1n =
v Aq cos 1 + Ag cos g

A= \/ (A1 cos @1 + Az cos pa)? + (A sin g + Ay sin pg)?
= \/A% + A% +2A;1 A1 cos(p2 — ¢1).
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Beispiel 2

Wir addieren die beiden Schwingungen z;(t) = 4 cos (4t — g) und z2(t) = 2cos <4t + %)

Schritt 1:
z1(t) = 4cos (4t — —) = z1(t) = 4614 = 5) = ge7i5 . i = 21(0) -

zo(t) = 2cos (4t + —) = 29(t) = 9ei(4 + §) = 9eMIUT . it — 25(0)elt
Schritt 2:

21(t) + 2o(t) = 2(0)e/
2(0) = (21(0) + 22(0)) = 4e7I5 4 2eMIUG

=4 foos (=) +sin (<5) ]+ 2[eos (§) +isin (5)]

_4<;—j\f)+2<\f+j;> :(2+x/§)+j<1—x/§)

Die komplexe Amplitude ist also z(0) = (2 + \/3) +j (1 — \/3)
Schritt 3: Die Amplitude A, sowie die Phase ¢ der resultierenden Schwingung ergeben sich als Betrag
und als Argument der komplexen Amplitude.

A:\/<2+\/§>2+<1—\/§)2z3,8
( )
(2+

)
z(t) = x1(t) + 22(t) = 3,8 cos(4t — 0,194)

p = arctan ~ —0,194 (¢ ~ —11,0980) = 2(0) = 3,8¢7) 0,194

=B

Wie in der obigen Bemerkung angekiindigt, kann man die komplexe Amplitude auch grafisch darstellen

und mit der Parallelogrammregel addieren, siehe Abb. 3.

Timz @ = —0,194
A =38

2,(0) = de 3

Abbildung 3: Die grafische Addition der Amplituden mittels Parallelogrammregel
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Falls eine Schwingung in Kosinusdarstellung x;(¢) = A; cos(wt+ 1) und die zweite in Sinusdarstellung
zo(t) = Agsin(wt + ¢2) gegeben ist, dann muss eine gemeinsame Darstellung gewdhlt werden, indem
man die Relationen von Beispielblatt 6 benutzt, z. B. 1(t) = Ay cos(wt+¢1) = Ay sin (wt + o1 + 5),

oder x3(t) = Agsin(wt + @2) = Az cos (wt + 2 — g) .

Beispielaufgabe 7.2 (Komplexer Wechselstromkreis — Grundlagen)

Sehr haufig werden die komplexen Zahlen zur Untersuchung von Wechselstromkreisen aus Ohmschen
Widersténden, Kondensatoren und Spulen verwendet. Dabei wird die Spannung einer Spannungs-
quelle in Sinus- oder Kosinusdarstellung gegeben wu(t) = Upcos(wt + ¢1). Die Kondensatoren und
die Spulen verursachen im Allgemeinen eine Phasendifferenz zwischen Spannung und Stromstérke
i(t) = Iy cos(wt + ¢2).

Fiir einen Ohmschen Widerstand gilt das von Gleichstromkreisen bekannte Ohmsche Gesetz auch im
Wechselstromkreis: u(t) = R-i(t). Da R eine reelle Zahl ist, verursacht der Ohmsche Widerstand selber

keine Phasenverschiebung des Stroms zur Spannung.

Der Zusammenhang zwischen der angelegten Spannung am Kondensator und seiner Ladung Q wird

iiber die Kapazitit des Kondensators angegeben: ) = C - U. Variiert die Spannung am Kondensator

aQ(t) _ .. dul?)

mit der Zeit ¢, so ruft die variable Ladung Q(t) einen Strom i(t) = 5 = o hervor.

Eine Spule mit der Induktivitdt L , die von variablem Strom i(¢) durchflofen ist, erzeugt eine selbst-
di(t

induzierte Spannung e(t) = —L- it) = —ur(t).

Nun wollen wir zeigen, dass Ohmsche Gesetze der Form u(t) = Z -i(t) auch fiir Kondensatoren

und Spulen in RLC-Wechselstromkreisen gelten. Wird eine einfache kosinusférmige Spannung u(t) =
Up cos(wt) an eine Kapazitdt C angelegt, so wird diese als Realteil der komplexen Spannung wu(t)
betrachtet:

Up cos(wt) = u(t) = Reu(t), u(t) = Uge“?.

Die komplexe Darstellung des Stroms i(t) ist

du(t) ., d W) _ i(wt) _ -
o —C’~£<er~] )—JwC~erJ = jwC - u(t)

i(t)y=C-

Das Ohmsche Gesetz fiir den Kondensator in komplexer Darstellung ist

r b . 1 _i= : Ip  i(wi—=x
t = — t = —— t :Z . t = — J2~Ie'](wt):7~ J(Wt 2)
u(t) jwC i) wC it) = Zg - i(t) wCe 0 wC ¢
Dabeiist Z = —% = %e_j% der kapazitive komplexe Widerstand des Kondensators, auch kapazitive

Reaktanz genannt. Diese hat einen stets negativen Imaginérteil. Das Minus-Vorzeichen zeigt, dass der

Strom der Spannung um 7 vorauseilt.
Fir die Darstellung in Zeigerdiagrammen wird die komplexe Spannung am Kondensator wie folgt
definiert.

1 .= ]
Up=—el2 . Jp=—— 1.
= wCe ’ 0 wC 0

Der komplexe Zeiger U wird auf der imagindren Achse grafisch dargestellt.
Wird eine Spule der Induktivitdt L von einem Strom i(t) = Iycos(wt) durchfloken, so geht dieser in

komplexe Darstellung iiber, d.h.
i(t) = I @)
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Auch die an der Spule induzierte Spannung wird in komplexer Darstellung geschrieben:

o, dit) . d iw)) _ i(wi) _ ,
u(t)=1L- 7 —L-a (IOeJ ) = jwL - [pe"*" = jwL -i(t).

Das Ohmsche Gesetz fiir die Induktivitdt in komplexer Darstellung ist
u(t) = jwL -i(t) = Z; -i(t) = jwL - [ed@) = wLeMIUS . [oel@) = L], . e(“+3),

Dabei ist Z; = jwL = wLeMU3 der induktive komplexe Widerstand der Induktivitdt L, auch die
induktive Reaktanz genannt. Thr Imaginarteil ist stets positiv. Der Strom hinkt der Spannung um 7
hinterher. Fiir die Darstellung in Zeigerdiagrammen wird die komplexe Spannung an der Spule wie
folgt definiert.

U; =wLeMV% . [y = jwL - I.

Der komplexe Zeiger U; wird auf der imagindren Achse grafisch dargestellt. Im Allgemeinen gibt es

eine Phasendifferenz ¢ zwischen Spannung und Stromstirke in Welchselstromkreisen. Der komplexe

Gesamtwiderstand Z ldsst sich mit dem Ohmschen Gesetz in komplexer Darstellung so schreiben:
u(t)  Upel@? Upel«?) Uo

= i) Ipelwt=9) — Jgelwt . e=iv . eI 0

Der komplexe Gesamtwiderstand Z, auch Impedanz genannt, wird nun in wie folgt algebraischer Form

geschrieben:
Z =7y =R + jX.

Dabei sind Zy der sog. Scheinwiderstand, R der Wirkwiderstand und X der Blindwiderstand. Fiir
eine leichtere Anwendung in verschiedenen Aufgaben geben wir eine Zusammenfassung der komplexen

Grolen eines Wechselstromkreises an:

w(t) =Z - i(t) Ohmsches geset fiir Wechselstromkreise
u(t) = Uy - @) komplexe Spannung
i(t) = Iy - @i=¢) komplexe Stromstérke
t :

Z = EL(t)) =7y -6 =R + jX komplexer Widerstand (Impedanz), von der Zeit unabhéngig
Z; = jwL = wL - MUz komplexer induktiver Widerstand (Impedanz)

__J 1 W
Ze=——F=—5"¢ 2 komplexer kapazitiver Widerstand (Impedanz)

Auferdem stellen wir die zuvor eingefiihrten komplexen Grofen in Zeigerdiagrammen fiir Ohmsche
Widersténde, Spulen und Kondensatoren in Abb. 4 dar.

Beispielaufgabe 7.3 (RLC-Reihenschaltung und Vergleich mit Pendel)

Bei Wechselstromkreisen mit mehreren Netzwerkkomponenten werden die Kirchhoffschen Regeln an-

gewendet. Die Knotenregel besagt, dass die Summe aller zu- und abfliekenden komplexen Stréome in

einem Leitungsknoten ist Null:
n
S =0
k=1

Die Maschenregel besagt, dass die Summe aller komplexen Quellenspannungen entlang einer Leitungs-
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Abbildung 4: Die zum komplexen Schwingkreis gehorigen Zeigerdiagramme

masche gleich der Summe aller komplexen Lastspannungen ist:

n
Z Qk} == O
k=1

Nun betrachtet man eine Reihenschaltung mit einem Ohmschen Widerstand R, einer Spule der Indukti-
vitat L und einem Kondensator der Kapazitit C, an welcher eine Spannung u(t) = Uy cos(wt) angelegt

wird, sieche Abb. 5. Im Zeigerdiagramm von Abb. 5 werden die komplexen Spannungen Ug, Uy U,

Irn'TL
R L C QC
S mummmmiss  NSE] S 5
O 0O

u(t)

Abbildung 5: Wechselstromkreis mit RLC-Reihenschaltung und zug. Zeigerdiagramm

sowie der komplexe Strom I dargestellt. Nach der Maschenregel gilt u(t) = ur(t)+ur(t) +uc(t). Nun
wird die Addition dieser drei Spannungen mit dem obigen Verfahren in drei Schritten durchgefiihrt.

Der Ubergang zu komplexen Zeigern fiithrt zu:

% L@t — . C%C e WD =y, e,

Nun addiert man die komplexen Zeiger Up,U; und U, :

: 1 :
Uy=Ur+Up+Ug =1l [R‘i‘j <WL—C)] =le - Z=1-Z
w
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Die komplexe Impedanz Z geben wir in algebraischer sowie in Polardarstellung an:

Uo

Z = -
Ipe™ ¥

Mit der Euler’schen Formel lassen sich der Scheinwiderstand Zj, der Wirkwiderstand R und der Blind-

widerstand X bestimmen:

. 1
Z =70 =Zy-(cosp+ MIUsinp) = R+ j (wL— >

wC
1\? L— -
= ZOZ\/R2+ <wL_wC) s @:arctanw
1
R=Zycosp, X = <wL—> = Zpsin p.
wC

Man kann den Scheinwiderstand Zy und die Phasenverschiebung ¢ auch geometrisch, mit Hilfe des Zei-

gerdiagramms der komplexen Widerstédnde, bestimmen, siehe Abb. 6. Die RLC-Reihenschaltung eines

jwoL |y 7
: //g": >Re
CEDT R
wC |
|

Abbildung 6: Bestimmung von Zy und ¢ mittels Zeigerdiagramm

Wechselstromkreises wird héufig als Analogon von harmonischen mechanischen Schwingern verwendet.
Ein reales Feder-Masse-Pendel fiihrt geddmpfte Schwingungen aus. Ein Teil seiner Energie wandelt
sich in Wéarme um, seine Amplitude nimmt ab. Im Weiteren wird die lineare viskose Ddmpfung eines
Feder-Masse-Pendels mit Hilfe von komplexen Zahlen behandelt. Die Vigkositdt eines Mediums, z. B.
der Luft, ist die Eigenschaft dieses Mediums, eine Widerstandskraft der Form Fr(t) = —k-v(f) gegen
die Geschwindigkeit eines beweglichen Korpers aufzubringen, wobei k£ die Ddmpfungskonstante ist. Bei
kleinen Werten der Dampfungskonstante filhrt das Pendel schwach geddmpfte Schwingungen aus.
Wirkt eine harmonische Kraft f(t) = F cos(wt) auf das Pendel in Bewegungsrichtung, fiihrt es Schwin-
gungen mit der konstanten Kreisfrequenz w der Kraft aus. Die Bilanz der Kréifte auf das Feder-Masse-
Pendel hat grofe Ahnlichkeit mit der Summe der Spannungen einer RLC-Wechselstromschaltung:
L di(t) al)

7 +R-i(t) + o = Up cos(wt).

Kréftebilanz des Feder-Masse-Pendels:  m - a(t) + k- v(t) + D - z(t) = Fy cos(wt)

dil(tt) +Ri(t) + Q(Ct) = Uy cos(wt)

Spannungssumme der RLC-Wechselstromschaltung: L
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In jeder Gleichung wird nur eine physikalische Groke als Funktion der Zeit verwendet, wie z.B. i(t)

in der Gleichung der Spannungen der RLC-Schaltung. In der Gleichung des Schwingers wird die Ge-

du(t
Z(t ) und z(t) = / v(t)dt sind. In der folgenden Tabelle

findet man den Zusammenhang zwischen den physikalischen Grofen des mechanischen Schwingers,
bzw. des RLC-Wechselstromkreises.

schwindigkeit v(t) verwendet, indem a(t) =

Feder-Masse-Pendel RLC-Reihenschaltung
Fr(t)=m-a(t)=m- d<2§f)) Tragheitskraft ur(t) = Ld (t Spannung an der Spule
Fp(t)=k-v(t)  Viskositatskraft ur(t)=R- ( ) Spannung am Widerstand
Fgr(t) =D -z(t) Riickstellkraft uc(t) = q(C’ Spannung am Kondensator
v(t) Geschwindigkeit des Schwingers i(t)  Stromstérke in der Schaltung
x(t) Elongation des Schwingers q(t) elektrische Ladung

m  Masse des Schwingers Induktivitét der Spule

D Federkonstante Kehrwert der Kapazitét

L

k  Dampfungskonstante R Ohmscher Widerstand
1
C

Jeder harmonischen Kraft kann man einen komplexen Zeiger zuordnen. Die Trigheit des Schwingers,
sowie die Hirte der Feder verursachen in der Regel eine Phasenverschiebung zwischen der &uferen
Kraft des Erregers f(t) = Fpcos(wt) und der Geschwindigkeit des Schwingers v(t) = Vj cos(wt — ¢).
Der Ubergang zur komplexen Darstellung fithrt zu:

e ‘/—O me . ej("-’t—sﬂ) — IO me . e_QOj . e.j(Wt) - MIUET . ej(“)t)
It = Vo k-e@=9) =V ke 1% W) = .V WD) = pL @),
JD

vét; Y A G I VAN s [CL R VS (L)
(t)

(t)
lwt—p) _ V- e~ ¥l . pilwt) _iFg . oi(wt)

Durch die Addition der komplexen Kréfte-Zeiger kann man die Geschwindigkeit des Pendels bestimmen.
: D _j
Fo=Fr+Fp+Fp= Ve ¥. [/f—I-J <wm_w>} =We .- Z=V-Z

wobei Z die Bedeutung einer “Impedanz” des mechanischen Schwingers hat. V ist die komplexe Ge-
schwindigkeit des Pendels. Die Phasenverschiebung der Kraft des Erregers beziiglich zur Geschwindig-
keit des Pendel ist gegeben durch

(wm — 3)

= arctan
4 k

Die Geschwindigkeit des Pendels ist

v(t) = Vo cos(wt — ), wobei Vg =

\/k2—|— wm

elo
~—
[ V)
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Beispielaufgabe 7.4 (RLC-Parallelschaltung)

Der Wechselstromkreis mit parallel geschaltetem Widerstand R, Spule L und Kondensator C' wird
ebenfalls mit der Hilfe komplexer Zahlen gelost. Die komplexen Zweigstrome werden nach den Kirch-
hoffschen Knotenregel addiert, sieche Abb. 7. Die Stromstérke der Stromquelle i(t) = Iy cos(wt) ist die
Summe der Zweigstrome:

i(t) =ir(t) +ip(t) +ic(t).

Der komplexe Spannungszeiger ist identisch an den Netzbauteilen R, L, C in der Parallelschartung.
Damit ergibt sich

I=

SIS

+ +U - jwC

v
jwL

Die Induktivitdt und die Kapazitdt der Schaltung verursachen eine Phasenverschiebung des Stroms

WO i@ i T

Abbildung 7: Wechselstromkreis mit RLC-Parallelschaltung und zug. Zeigerdiagramm

zur Spannung. Man addiert die Kehrwerte der komplexen Reaktanzen Z; = jwL, Z = — I sowie

des Ohmschen Widerstands nach derselben Regel wie die Widerstdnde im Gleichstromkreis:

1 1 1 .
Z:§+E+ch
_7_‘]7_’_ C_l_i_ —L"F C
R wr TR\
1 %—Fj(w%—wC’)
r ~J\GL ()" + (gf —w0)

Der Scheinwiderstand, sowie die Phasenverschiebung ¢ werden mit dem Realteil und mit dem Imagi-
nérteil der komplexen Impedanz berechnet:

L 12+L—CQ'*rtnR —L—i—C
70~ 7 I w ; @ = arcta "7 w )
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